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关于 Smarandache LCM 对 偶 函 数 的 一 个 万 程 
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摘 ， 要 : 对 任意 的 正 整 数 ，Smarandache LCM 对 偶 画 数 9 三 (7) 定义 为 最 大 的 正 整 数 帮 ,使 得 /czz(1 2,…., 大 ) 整除 


17，, 其 中 /czz(L 2,…., 大) 表示 二 2,…., 大 的 最 小 公 倍数 , 本 文 的 主要 目的 是 运用 初等 及 解析 方法 研究 97 (7) 方程 的 
可 解 性 ， 最 后 给 出 了 方程 的 所 有 正 整 数 解 . 
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1 5| 


了 咱 


对 任意 正 整数 7， 罗 马 尼 亚 著名 数论 学 家 J. Sandor 在 文献 [H 中 定义 了 以 下 几 个 重要 的 数论 函数 

Smarandache 画 数 : S$( 四 =min{K:zlKEEN】 

Smarandache 对 偶 本 数 : 9 (mm) = max{ 人 :大 |2EEN} 

Smarandache LCM 画 数 : SL(z) = min{K :大 | 7cza( 2,3... 丰 ,EN} 

Smarandache LCM 对 偶 范 数 : SL (0 =max{KF :ic 人 2,3... 咎 |1EN} 

关于 Smarandache 及 其 相关 画 数 ,有 很 多 学 者 进行 过 研究 ,并 且 获 得 了 许多 重要 的 结果 . 例如 马 金 萍 在 文献 [2] 
中 研究 了 包含 Smarandache 画 数 的 方程 > S(d) = 半 的 正 整数 解 ,， 即 对 任意 的 正 整 数 上 , 》,S(d) =z 成 立 当 且 仅 当 


dm dl 
/= 了 28 . 薛 西峰 教授 在 文献 [3] 中 研究 了 方程 ”> $ (4) = 寻 的 正 整数 解 , 即 对 任意 的 正 整数 ,>》 SS (dg) = 寻 成 
dm dz 
立 当 且 仅 当 =112 . 贺 艳 峰 博士 在 文献 [中 研究 了 方程 > SL(d) =7 的 正 整数 解 ， 得 到 了 对 任意 的 正 整数 ”， 
dlm 


>》 'SL(d)=7 成 立 当 且 仅 当 郊 =128. 
9|m 


本 文 的 主要 目的 是 运用 初等 及 解析 方法 研究 SO)=n 的 可 解 性 ， 探 寻 解 的 结构 ， 并 最 终 证 明了 如 下 定理 . 
dl 


定理 : 对 任意 的 正 整数 方程 》 S7 (d) = 交 成 立 当 且 仅 当 )= 1 


d|7 
2 预备 知识 
由 Smarandache LCINM 对 偶 函 数 的 定义 知 
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SOD =1SF(02)=2,S7 03) =1SF(4)=2,S7 (05) =1 
SF (6)=3,SZ (7)=1SF(8) =2,S7 (9) =1.. 
为 证 明定 理 给 出 以 下 几 个 引 理 
引 理 1: (D 当 ze N ,=I1mod2) 时 ，SC (2) =1， 
当 neN ,=0mod2) 时 ，SZ (oO)>2; 
(2) 当 zeN ,7 =22.71,3+7 时 ，SZ (2) = 2; 
(3) 当 meN ,=2.3.710,2+ 玉 时 ，S5 (2.3.710)=3; 
(4 当 Pme N 7= 2 .3.7125+ 亚 时，S5 (2 .3.70]) =4; 
(5) 当 ze N ,72=22.3.5.72,7+ 玉 时 ，SZ (2 .3.5.72) = 6. 
结论 根据 定义 计算 ,结果 显然 可 得 
引 理 2: 方程 》 S7(d) = 寻 没 有 形 如 = 忆 7 的 正 整数 解 ， 其 中 D 为 素数 ，c: 为 任意 正 整数 


dz 

证 明 : () 当 疡 =2,， 即 半 = 2 时 ,， 据 引 理 1 
> 3S7Gd)=SFOD+SC(2)+SF 2)+.…SF(2“)= 
人 


1+2cw =2”“, 矛盾 (因为 等 式 两 端 在 模 2 时 不 同 余 ) 

(这 当 P 为 奇 素数 时 , 知 7 = ” 为 奇数 ， 据 引 理 1 
>》S7(d)=SGD+SFCD)+SLOD +…SF(D7)= 
dm 


CX+1= D7， 矛 盾 ( 因 为 D” >3?” >1+2c >1+w)， 
引 理 3: 当 7>8 时 _” > ，， 其 中 qd(z) 为 除数 本 数 ，d(z) 表示 寻 的 正 因子 数 的 个 数 . 
Q(7) 


证 明 见 文献 [3] 

引 理 4: 对 六 > 45 时 ， 有 10 > 4d(71) . 

证 明 : 设 六 = 下 D .PP ， 则 CO = (5 +TD(O2 二 有.……( + 了. 

需 证 明 PPD2P .D7 >4(01+D(O2 +TD.…(O +DTD . (GD) 

现在 对 即 分 情形 讨论 

GD) 若 寻 >4, 证 明 (1]) 式 无 条 件 成 立 . 由 于 函数 fr) = 2" /+D 对 正 整 数 自 变 量 ” 单调 增 , 故 只 需 对 每 个 7: 
都 是 1 成 立即 可 ， 经 检查 此 时 (1) 式 无 条 件 成 立 ( 对 最 小 四 个 素数 检查 即 可 ) . 

( 若 n = 3, 用 同样 方法 可 知 除了 取 3 个 素 因 子 2, 3,5 时 ,(1) 式 无 条 件 成 立 . 当 玉 = 24 x3? x5? 时 可 验证 7 
中 一 个 取 2, 其 它 两 个 取 1 时 () 式 成 立 . 但 条 件 因 > 45 要 求 关 中 至 少 有 一 个 >1, 故 由 画 数 Fr) = 六 /+ 的 单 
调 增 性 知 (1) 式 成 立 . 

(ii) 若 2 =2,1 = PExDp2,DI<P), 若 P>11, 则 P, >4(+D ,GD 式 显 然 成 立 ; 可 设 P, < 7 ,如 果 姓 有 一 
个 素数 宕 因子 为 广 ,p>37r>3， 则 六 /0rA+D>3/3+D>4, 故 (D 式 成 立 . 注意 到 事实 :要 使 
4(1+1D(2 +TJ>45， 需 要 至 少 一 个 上 >3. 到 此 ,只 剩 下 六 = 2 D,2 D,P =3,5,7 的 情形 . 当 刀 = 2 六 时 , 若 
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万 >5 ,直接 验证 知 p” > 4x(2+T ,可 知 (D 式 成 立 ; 若 疡 =3, 条 件 六 > 45 要 求 7>>3, 此 时 也 可 验证 (1) 式 成 立 . 最 
后 若 风 =2 Pp,P =3,5,7 ,简单 验证 可 知 在 mi > 45 时 ,() 式 成 立 . 

(i) 当 寻 =1 时 ,，z= Di > 45,4(r+1TD < 45 时 不 需 证 , 当 4(r+TD > 45 时 ,> > 10 ,此 时 不 等 式 (1) 成 立 显然 . 

综 上 所 述 , 当 丸 > 45 时 ， 力 > 4d(w) 成 立 , 证 毕 . 

关于 Smarandache 对 偶 函 数 的 相关 性 质 , 许 多 学 者 也 进行 了 相关 研究 ,并 且 取 到 了 一 些 有 价值 的 相关 成 果 , 参 
阅 文 献 [5-6]， 本 文 在 证 明 过 程 中 使 用 到 一 些 数 论 的 基本 知识 ,参阅 文献 [7-8]. 


3 主要 结 


定理 : 对 任意 的 正 整数 ，， 方程 > S7 (d) =? 成 立 当 且 仅 当 )= 1 


dz 


证 明 : 当 关 =1 时 ，》> 37 (d) = SZ (D =1 成 立 , 故 = 1 为 方程 的 正 整数 解 


dz 


下 证 当 ”> 2 时 ，》 S7 (d) =7 无 正 整数 解 , 


dz 
G) 当 2+ 时 ， 即 为 奇数 …d12p2+f4 故 S(d)=1 
>》 SL (d)= >》1=d(0)= 交 矛盾 (因为 >3 时 ，7 > d(0D))， 


dm dm 
当 2| 妈 时 ， 对 宛 进行 分 类 证 明 
(让 当头 = 2.7 时 ,7 为 奇数 ， 
a 当 3+ 到 时 , dm312d 之 民 (20)=2， 
>Sr(d)=>S7(d)+>》SL(2d)=>1+>2=3d(m)= 2 六 矛盾 


dz dm dm dm dm 


(因为 当 m>5 时 -到 >) 
d(11) 2 
验证 六 =1, 得 》S7 Cd)=SLGD+SC(C)=3#2,， 故 方程 无 正 整数 解 
dl2 
b，、 当 3|m 时 , 知 > Sr(d)=> SG)+> SC(2d) <d(00)+>》3=4d(m0)， 
dm dm dm dm 
当 丸 >8 时 271 < 4d(m) 矛 盾 . (由 引 理 3) 
验证 六 =3，> Sr Cd)=SZOD+SLCO)+SCG)+SC(6)=7=6. 


dl6 


故此 时 方程 无 正 整 数 解 
(ii) 当 寺 = 22 .7 时 ,mm 为 奇数 
a，、 当 3+ 7 时 ， 
> SGd)=>S(d)+>》SL(2d)+>》SC(4d) 
dm dm dm dm 
=d(m)+2d(2]+2d(1) (由 引 理 1T) 


=5C(m) = 4711 ,矛盾 (因为 >3， 于 >、2). 
dz) 4 


A 


第 
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验证 六 =1， 六 SOd)=SOD+SCO)+SC(=5:x4, 方 程 无 正 整数 解 


dl4 
b， 当 3| 思 ，5+ zz 时 ， 
冯 9 (过 人 8d(z10)， 


dz 可 7 dm dm dm dm 
4171 < 8q(71) 矛盾 . (由 引 理 3) 
验证 当 m=3 时 ，》 SGD)=SOD+STCO)+STG)+TST(D)+ST(6)+STG2)=13=12 


dlL2 


c 当 3|m,， 5|m 时 ,> SO)=>SLODJ+>Sr2d)+>》SL 4d)<>1+>3+>7=114(00) 


dm dm dm dm dm dm dm 
得 4 <114g(7w) , 当 六 >15 时 矛盾 

(iv) 当 闫 = 2 .7 时 ,7 为 奇数 , 设 w>3 

a。 当 3+ 关 时 ， > SO)=>SL GO)+>S(2d)+>》SL(220)+.…> 3S7 (027d) 


dm dm dm dm dm 


=(L+2w)Jd(m) . (由 引 理 1 中 (2)) 


故 27 .1 <(L+2w)d(z) 矛盾 (因为 已 > dx >3 时 ， 一 一 全 
了 


b， 当 3| 玉 ，5+ zz 时 ， 
>SI=>S+>S(2d)+>》S (0220)+.》S0(2d)< 


dz dm dm dm dm 
(+3+4+...4).d(011) =4w.d(01) . 
C C-2 
0 
4w.d(o] CQ dm 


c， 当 3| 到 ，5|7 时 ， 
>SL(d)=>SL(d)+>》SL (2d)+>》SL022d)+…》SL(27dg) 苹 


dz 可 7 dm 四 ma 圳 mm 
d(0)+3dg(00)+8d()+. 2“d0])--(w-TDad(0z) <4.27d(010 
故 2“ 思 <4.2“d(m) 矛 盾 (由 引 理 胃 
由 (GD)(ibkiiDGiv) 则 完成 了 定理 的 证 明 . 


结束 语 


本 文 对 Smarandache LCM 对 偶 画 数 方程 》S7(d) =7 的 解 进行 了 探索 ,解决 了 方程 的 正 整数 解 情况 , 为 研 


dm 


究 Smarandache LCM 对 偶 函 数 方程 的 解 做 出 了 一 部 分 工作 . 
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An equation of Smarandache LCM dual function 


YAN Tian-guo , WANG Qiao-ling , XU Xiao-fan 
(1. School of Mathematics, Sichuan University, Chengdu 610064, PR.C.; 2. Southwest Jiaotong Univetsity, Chengdu 610031, PR.C.) 


Abstract: For any positive integer, the Smarandache LCM dual function SZ (1) is defined as the largest positive integer 大 
Such that /cz(1， 2,..., 丰 ) | 刀 ，where /cz(1， 2,..., 丰 ) denotes the least common multiple of 1 2,..., 大 . The main 
purpose of this paper is to use the elementary and analytical methods to search the solutions of an equation involving the 


S7 (1 .Allits positive integer solutions are given. 
攻 ey words: Smarandache LCM dual function; solvability; Positive integer solution 


